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1. Trapez Metodu. Genel olarak Vp € N i¢in q|p yada g = 1,---, p bolenlerine gore araligin h = b — a boyu i¢in
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seklinde T;, trapez formiilii ve U, orta nokta formiilii vardir. Bu formiiller, Werner Romberg'in 1955 tarihli “Vereinfachte numerische Integration (Basitlestirilmis Sayisal
Integral)” ! tezinde kullandig formiillerdir ve baska hicbir kaynakta gériilmez. Ama bana dyle goriiniiyor ki, trapez yontemi Almanya’da 20. yy’in baginda (ve
muhtemelen Nazi doneminde de) Romberg tarafindan verilen bu formiillerle anlagiliyordu. Romberg tezinde bu formiilleri p = 8’in ¢ = 1,2,4,8 bolenlerine gore
yalnizca ana hatlartyla verdi, dolayisiyla yontem anlagilamadigindan hemen terk edildi ve (1)’dekine esit olan (3)’teki trapez formiilii kullanilmaya basland.
Giiniimiizde de yalnizca (3)’teki ilk formiil olan trapez formiilii kullanilmaktadar!

Simdi Romberg’in anlagilamayan bu formiillerini giiniimtizdekine doniistiiriirsem su sonuglar ¢ikar: Eger (1)’deki toplamlardaki fonksiyonlarda
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dontisiimlerini kullanirsam trapez ve orta nokta formiillerini
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seklinde giiniimiizdeki gibi yazmis olurum. Bu formiiller Prof. Byrnjulf Owren (Norveg Bilim ve Teknoloji Universitesi) tarafindan 2011 tarihli “Werner Romberg:

Vereinfachte numerische Integration” tezinin 4. (dergide 152) sayfasinda verildi. Ayrica bu formiilleri Romberg'in tezindeki formiillerinden nasil elde edildigini RIK

3’tin 5-10. sayfalarinda yer alan “1.6. Romberg’in Orijinal Metodu nda 3 dontigiimle vermistim ama simdiki en kisa sekilde oldu!

Romberg’e gore bu formiiller i¢in

T, +U
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aritmetik ortalamasi mevcuttur. Bu 6zellik 19. yy’da yakinsaklik hizi bu yaklasikliklarin agirhikli ortalamalariyla arttirilirken (ekstrapolasyonellestirilirken) es gegilmis
ve giiniimiizde de terk edilmistir, ¢iinkii (3)’teki trapez formiiliiniin Richardson ekstrapolasyonu altinda ¢alismasi yeterli goriilmektedir. Fakat Romberg’in 2-trapez
yaklagikliklig i¢in verdigi bu 6zellik son derece 6nemlidir, ¢iinkii bu 6zelligi 2018’de p-trapez yaklasiklig i¢in genellestirdim!

Su halde Rombergin bu metodu tezinde nasil kullandigina gegebiliriz.

1.1. Romberg’in Ornegi. Metoda gore p = 8’in q¢ = 1,2,4,8 bolenlerine gore T, trapez formiilii ve U, orta nokta formiilii su sekilde olurlar:
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Bu yaklagikliklardaki h farklar1 i¢in suna dikkat etmek gerekir: Toplamlarin disinda h =b —a iken fonksiyonlarin iglerinde h = b_Ta yani r =

0,1,2,3,4,5,6,7,%,%,g,%,%,%,?,z—s icin f, = f (a + r.g)’dir. Yani bu yaklagikliklar1 h farklarina gore bu sekilde hesapladiginiz zaman Romberg'in hesapladig: gibi

hesaplamis olursunuz ki bunlar1 nasil desifre ettigimi RIK 3’teki S. 8-10’daki “1.6.1. Romberg'in Metodu’nun Desifrasyonu” ve RIK 4’teki S. 23-24’teki “1.2.1. Romberg

Metodu Hakkindaki 1lk Gézlemim” gdstermistim. Tek bir kusurum var (ki bu aslinda bir hata degil Romberg’in uygulamasindan elde edilen sonuctur): (1.31) ve

! Romberg'in orijinal tezi “Vereinfachte numerische Integration, Det Konglige Norske Videnskabers Selskabs Forhandlinger, Bind 28, 1955, Nr. 7”dedir. Bu orijinal makaleyi 23.12.2018,
19:03’te bana gonderen Prof. Dr. Byrnjulf Owren’e en igten tesekkiirlerimi iletirim, ¢linki bu teze ulagsabilmek kolay degildi. Aragtirmalarima gore bu tez 3 yerde geciyordu (Bkz. “1.6.4.
Romberg'in Orijinal Makalesi Pesinde!”, S. 12). Hepsiyle temas kurdum: Ilkin uzun bir zamanimi alan 3. yerdeki ResearchGate’te olmadig1 agikti. Orada sadece bir link vardi ama
makalenin kendisi yoktu. Inanmazsaniz orada verdigim linkten bu durumu kontrol edebilirsiniz. 2. yerdeki Heidelberg Universitesi Kiitiiphanesi ile bazi yazigmalarim oldu ve
kiitiiphaneye gelmemi teklif ettiler. Tiirkiye’den aradigimi ve makaleyi ticreti mukabilinde pdf olarak gonderilmesini istedigim halde bu ¢agda bu inanilmaz teklifi yaptilar. Bityiikkbabas:
Alman olan (bkz. “Ailesi ve kokeni”) Trump’a gore “AB bizi soyuyor. Avrupa dost gibi goriintiyor ama 6yle degil”. Trump’1 destekleyen Rus asilli Amerikali aktor ve yazar Denis Danilov
(ki filmleri arasinda “Biiyiik Soygun (2014)” da var), X’teki hesabinda 3.4.2025 tarihli mesajinda ABD’nin tilkelere yeni tarifelerini verdikten sonra altina Trump’in su sozlerini aktard:
“Biitgelerini destekledik, ordularinin masraflarini karsiladik. Simdi bu sona erecek. Gegen yil Biden’in doneminde, ticaret agigr 1.2 trilyon dolara ulast, bu esi benzeri goriilmemis bir
durum. Son 50 yildir bircok iilke bizi soyuyor. Bu bugiin sona eriyor ve bir daha asla olmayacak. ABD’nin altin ¢agi basliyor. Bugiin tarihimizdeki en 6nemli giinlerden biri. Bize kotii
davranan tiim iilkeleri sorumlu tutacagiz...”. Son olarak NTNU’ya bagvurmak zorunda kaldim ve 2011’de Romberg’in makalesi hakkinda bir makale yazan Byrnjulf Owren’den
23.12.2018, 04:10’da (Trondheim/Norve¢’'te 02:10) orijinal makaleyi istedim. Ne oldu biliyor musunuz? Hig abartisiz anlatiyorum: Owren Romberg’in orijinal makalesini Heidelberg
Universitesi Kiitiiphanesi'ndeki gibi NTNU’daki kiitiiphanedeki muhtemelen tozlu anilan basili (dijital degil fiziksel) dergiden alip pdfiye gevirdi (ki 2011°deki makalesinde sadece ilk
sayfasini almigt1) ve 09:11 (Trondheim’da 07:11) bana génderdi. Owren, e-postadaki mesajinda makalenin ekte oldugunu s6yleyerek en iyi dileklerini sunuyordu. Kendisine buradan
bir kez daha tesekkiir ederim. Ciinkii Romberg’in makalesini dijital olarak bulmak miimkiin degildi. Bu nedenle web sitemde yayimladigim Romberg’in orijinal makalesi ve yeniden
diizenledigim gekli dijital olarak ilk baskilardur!
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(1.42)’deki toplamlarin disindaki kesirlerin paylarinda 1 yerine h = b — a yazilmas: gerekiyordu ama o yaklasikliklar1 f fonksiyonlarina gore ¢ozerken Romberg'in
orneginde h = 1 — 0 = 1 idi ve simdi bu hatay: (5)te diizelttim!

Iste bu yaklagikliklar arasinda (4)’e gore q = 1,2,4,8 igin

T, + U,
2

(6) T2q =

aritmetik ortalama bagintisi vardir. Bunun i¢in Romberg tezinde ilkin T; ve U;’i hesapladiktan sonra bu bagintiya gére T,’yi hesaplar ve sonra U,’yi hesapladiktan sonra
T,’ti ve sonunda U, i hesapladiktan sonra Tg’i hep bu bagintiya gore hesaplar. Sonra bu yaklagiklar: tablonun ilk stitununa sirali bir sekilde yazar ve bunlara Richardson
ekstrapolasyonunu uygulayarak tablodaki 2-4. stitunlardaki degerleri elde eder!

1.1.1. E-ATA Ekstrapolasyonunun Uygulanmasi. Buna gore ilkin Huygens’'in 1654 teki algoritmasini ya da (2.50)deki Richardson ekstrapolasyonunu k = 1 i¢in trapez

yaklagikliklarina
T,—-T, 4T,-T; T,—T, AT,-T, Tg—T, A4Tg—T,
(7) 52=T2+22_1= 3 ,S4=T4+22_1: 3 758:T8+22_1= 3
ve orta nokta yaklagikliklarina
U,—-U; 4U,-U U,—U, 4U,—-U,

seklinde uygular.

Ikinci olarak yakinsaklig1 hizlandirilmis ya da bu ilk ekstrapolasyonik trapez ve orta nokta yaklagikliklarina da Richardson ekstrapolasyonunu k = 2 igin
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ve liglincii olarak bu ikinci ekstrapolasyonik trapez yaklasik ¢iftine Richardson ekstrapolasyonunu k = 3 igin
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seklinde uygular. Fakat Romberg (5)’teki trapez ve orta nokta yaklagikliklarina (2.50)deki Richardson ekstrapolasyonunu ortak bir sekilde degil S, V, R ve Q
degiskenlerini trapezin T’sinden itibaren trapez yaklasiklarinda T, S, R, Q ve orta nokta yaklasikliklarinda U, V, W, (X) seklinde alfabetik olarak atayarak yapar.

Bu yaklasik degerler asagidaki tabloda listelenmistir:

Artan Sirali Yaklagik Degerler Tablosu (Tabelle der Niherungswerte wachsender Ordnung)

Kalan Terim (Rest Prop.)

h? h* h¢ h®
T, = 0,785398163
U; = 1,110720735
T, = 0,948059449 S, = 1,002279878
U, =1,026172153 V, =0,997989293
T, = 0,987115801 S, = 1,000134584 R, = 0,999991566
U, = 1,006454543 V, = 0,999882006 W, = 1,000008187
Tg = 0,996785172 Sg = 1,000008296 Rg = 0,999999876 Qg = 1,000000008
Ug = 1.001608189 Vg = 0.999992737 Wz = 1.000000120 Xg = 0.999999991
Tablo 1. Romberg’in tablosu. Bu tabloda Romberg I = 1’e eristigi ilk deger olan Qg’de tabloyu durdurur. Oysa Xg’i de hesaplamasi gerekiyordu, ¢iinkii aralik uzunlugu siitunundaki
her satir bir ¢ift T trapez ve U orta nokta yaklasikliklarindan olusuyordu. Yani h’de 1 satir eksiktir ve bunun i¢in son satir1 ekledim. Tablodaki degerler MADAS ATG-20 adl 10
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basamakli, dolayisiyla sondaki rakamlar yuvarlatilmis bir hesap makinesinde hesaplanmistir (Bkz. “Romberg’in MADAS ATG-20si”, S. 38). Buna gore tablodaki ilk stitundaki aralik

Aralik Uzunlugu (Intervall-Linge)
8h

4h

2h

uzunlugu 8h = 1’dir ve h?, h*, h® ve h® ifadeleri Richardson ekstrapolasyonundaki katsayilari sifirlamaya dayanan eliminasyon yéntemine gore kalanlar1 gosterir.

Romberg, 2. tablonun altinda su agiklamalar1 yapar: “Qg’in 8 ondalik dogrulukla I = 1’e (ve Ole Amble’in dis noktalardan olusan yaklasikliklar: icin 2. tablodaki Qg’in
10 ondalik dogrulukla bile I = 1’e) karsilik geldigini gorebiliriz. Hangi yontemi kullanacaginiz tamamen f}, 'nin nasil hesaplanabilecegine baglidir. Eger bulmalari kolaysa,
daha ince bir bolme kullanmak daha iyidir. Sayisal hesaplamalar: ¢ok fazla calisma gerektiriyorsa, burada belirttigimiz gibi yiiksek yaklasiml bir yontem onerilir.”

Eger Romberg’in bu son uyarist geregince 14.5.2003’te (ki bu tarih Romberg’in 5.2.2003’teki 6limiinden itibaren 68. giinii gosterir) kesfettigim (2.39)daki E-ATA
ekstrapolasyonundan m = 2 igin elde edilen (2.51)deki ekstrapolasyonumuzu kullanirsak Tablo 1dekinden daha iyi yaklasik degerler elde ederiz:

Artan Siral1 Yaklagsik Degerler Tablosu

Aralik Kalan Terim
Uzunlugu h2 h* h® h®

T, = 0.78539816339744830961 ...

U, = 1.1107207345395915617 ...
T, = 0.98711580097277541227 ... S, = 1.0005636434777972191 ...
U, = 1.006454542799563932 ... V, = 0.99950346335022875672 ...
T, = 0.99919668048507229329 ... S,, = 1.000002072452558752 ... Ry, = 0.99999987021324409137 ...
U, = 1.0004017081549652956 ...  V,, = 0.99999818584532538658... W, = 1.0000001259335414518 ...
Tes = 0.99994980009210122621 ... S,, = 1.000000008065903155 ... Ry, = 0.99999999997026921156 ... Qg = 1.0000000000019559087 ...
“ Uy, = 1.0000251001429512867 ...  V,, = 0.9999999929421503528 ...  W,, = 1.0000000000288045683 ...  Xgs = 0.99999999999805860086 ...

Tablo 2. Bu yeni tablodaki aralik uzunlugu 64h = 1’dir ve h%, h* h® ve h® ifadeleri (2.51)deki ekstrapolasyondaki katsayilari sifirlamaya dayanan eliminasyon yéntemine gére kalanlari
gosterir. Buna gore Rg,’iin 10 ondalig1 9 ve Wy,’iin 10 ondalig1 0 iken Qg,’iin 11 ondaligi 1 ve Xg,’iin 11 ondaligt 9°dur (Bkz. “Romberg Integrali 2: Mathematica Ile Sembolik Bir

Yaklasim”).
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Fakat bu tabloyu olusturabilmek i¢in Romberg'in Tablo 1’de hesaba katmadig1 Ty, Tg, trapez ve Uy orta nokta yaklagikliklarinin da hesaplanmasi gerekir. Ayrica
trapez ve orta nokta yaklagikliklar: icin Romberg’in belirttigi gibi Tablo 1 ve 2’dekinden daha yiiksek bir yaklasim yontemi olarak E-ATA ekstrapolasyonumuzda m’nin
degerleri arttirilarak elde edilen ekstrapolasyonlar: verebiliriz!

1.2. Romberg’in Diger Ornekleri. Romberg tezinde yukaridaki 6rnekten hareketle nasil genellestirilebilecegini de gosterdi. Tezinde [a, b] araligini 8n esit pargaya
bolerek h = b8_—na farkina gore s = 1,2,---,8n — 1igin s = f(a + sh) fonksiyon degerlerinin mevcut oldugunu ve n = 1 i¢in bu fonksiyon degerlerine gore (5)’teki T,

trapez ve Ug orta nokta formiillerini verdi. Bu ise p = 8n = 2™’ye karsilik ¢ = 1,2,4,8, -+, 2™ bolenleri demekti ve Romberg n sayisini bu sekilde yani hep 2’nin
kuvvetleri olarak diisiiniiyordu. Yani ona gore bir sonraki 6rnek m = 4, ondan sonraki 6rnek m = 5 olacak ve bu boyle devam edecekti.

Su halde bu isleme gore VmeN iginp = 2™ vei = 0,1, migin q = 2¢ bolenleriyle (1)’den
2 2i-1

2i-1 b 2i-1 i1 "
an Tzi=h2f2m_ik:_iEme_ik'Uzi:hfop . =_ime—i 1
=0 2 =0 =0 E(k+2) 2 = 2 (k+2)

formiilleri elde edilir ki bu toplamlardaki farklar:

h b—a
(12) 5T T o = h;

seklinde ortaklastirirsak (ki boylece T,i = T; ve Ui = U; seklinde yazabiliriz) (2)’ye gore

h h 2m 1\ h 1\ h 1
(13) fomeg = f(a+ ko) = f(a + k.i) = F@tkh) = fi f ity = £ @ +7(k +§).2—m - f(a + (k +§)§) - f(a + (k +§) hi) = o
fonksiyonlarini ayni farka gore yazmis olur ve boylece trapez ve orta nokta formiillerini
en sade sekilde soyle bulmus oluruz:
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Bunlar RIK 3’teki (1.43)’teki formiillerdir. Bu yaklagikliklardan sadece trapezdeki ilk
deger k = O i¢in fy = f(a + 0. h;) = f(a) alinamaz, ¢iinkii trapez metoduna gore

b
sy f, =L@

seklinde alinmak zorundadir. Romberg tezinde bunu sdylemeden uygulamasini yapar
ama Owren makalesinde bunun béyle oldugunu soyler! Benim anlamadigim sey su:
17. yyda Kepler (1615), Cavalieri (1639) ve daha sonra Gregory, 18. yyda Simpson,
Newton-Cotes, Euler-Maclaurin, 19. yyda Milne, Weddle, Piobert, Parmentier,
Sheppard, 20. yyda Richardson, Ole Amble (ki hepsini saymadim ve Norvegli Ole
Amble Piobert, Parmantier ve Sheppardin en son uzantist olup en miikemmel
yaklagikliklar1 ~ vermisti.  Bkz.  “Genellestirilmis  Piobert-Parmentier  Metodu”,

» o«

“Genellestirilmis Ole Amble Algoritmasi”, “Piobert-Parmentier Metodunun Q Uzerinde

Genellestirilmesi”) hep ayni sekilde, giiniimiizdeki gibi modern sekilde verirlerken
Romberg neden bu yaklagikliklar1 hesabi zorlayici sekilde verdi. Bana gore bu durum
Romberg’den kaynaklanmiyor; Heidelbergde aldig1 egimden geliyordu. O orada 1928-
1933’te matematik ve fizik egitimi almist1 ve iste bu, benim takintim ve Almanlarin
¢ozmesi bir problem. Ciinkii Romberg’in kullandig1 yontem yeni bir yazim seklinden
ok, bir ekoliin iirtinii olarak goziikiir ve o da bunu Heidelbergde 6grenciyken almusti.
Ama bu ekol Nazi doneminden sonra ortadan kayboldu!

Resim 1. Werner Romberg’in “Vereinfachte numerische Integration” adli makaleyle Romberg 1933’te Miinih Universitesinde Arnold Sommerfeldin damsmanhginda
amaci, standart bir sayisal integral yontemi olan trapez kuralinin yakinsama hizini

artirmakti. Lewis Fry Richardson 1927°de bugiin “Richardson Ekstrapolasyonu”

olarak adlandirilan yontemin 6zel bir durumunu ortaya koydugu i¢in bu amaca
sahip ilk kisi o degildi. Ancak, burada s6z konusu olan temel fikirler bundan ok ~ Sira Oskar Perron ve Constantin Carathéodory ile matematik caligti. 1933’te uzaktan

doktorasini tamamlads; tezi “Zur Polarisation des Kanalstrahllichtes (Kanal Isik
Isinlarimin Polarizasyonu Hakkinda)” baghgini tasiyordu. Minih'te digerlerinin yani

daha eskiye dayanmaktadir; zira Colin Maclaurin 1742’de benzer fikirleri Yahudi kokenli olan Romberg, Almanyanin yeni Nasyonal Sosyalist hiikiimetinin
kullanmigti ve hatta bundan 6nce Christiaan Huygens 1654te “De_Circuli  terminolojisinde “yari-Yahudi” olarak smniflandirildi (Bkz. “Yahudi Matematikcilerin

Magnitudine Inventa”adli eserinde m'yi hesaplama yontemlerinde temel olarak ;10> Romberg'in Yahudi kokenli oldugunu Wikipediadaki 28.03.2025, 21:34 (UTC)
Richardson ekstrapolasyonunu kullanmust1.

tarihinde giincellenen “Romberg” sayfasindan 6greniyorum. Yahudi matematikgiler
listesine gelince, bence bir yakistirmadan ibaret ve benzer bir listeyi Wikiwand'da da bulabilirsiniz. Arastirmalarima gére Romberge Almanyadayken “Yar1 Yahudi”
denildigini “Nazi Almanyasindan Kacan Matematikciler” kitabinin yazari Reinhard Siegmund-Schultze'nin anilarindan biliyoruz. Siegmund-Schultze onu 58 kisilik

gogmen bilim adamlar: listesinde 26. siraya yerlestirir ve Romberg’in “SPD ve KPD'nin Nazilere kars: ortak miicadelesini destekleyen SAPa yakindum. Yaklasik 10-20

ogrenciydik ve bu yiizden Naziler tarafindan tamniyorduk” kritik agiklamasini ilk agizdan duydu (Bkz. “1.6. Romberg’in Orijinal Metodu™, S. 5-6). 1996 da Seiji Fujino'nun
kendisiyle yaptig1 réportajda da benzer ifadelere rastlanir: “Norve¢’in Trondheim sehrinde yasayan bir tamdigimdan gelen e-postaya gére, Romberg Integrali'ni bulan W.
Romberg su anda Almanyamin Heidelberg sehrindeymis ve onun meshur tezinin Trondheim dergisinde yaymlanmasimin sebebi Alman Sosyal Demokrat Partisine (SPD)

itye oldugu icin Nazi Almanya’s: doneminde Norvege kagmastymis” (Bkz. “Fujino’nun Roportajindan Bir Kesit”, S. 10). Yani Romberg bir Yahudi degildi solcuydu ve Naziler
kendilerine muhalif olan herkesi karalardi. 2021de Trondheimdaki Prof. Byrnjulf Owren ile bazi yazigmalarim oldu ve bana Romberg hakkinda yardimci olmasini
istemigtim. Inanir misiniz bu mesaji attiktan sonra Norveg akademi diinyas ayaga kalkti. O sirada Agder Universitesinde bulunan yazar Reinhard Siegmund-Schultze
Werner Rombergin oglu Hans Romberg ile en son 2005’te baglant1 kurdugunu ve 3 tane e-posta adresini verdikten sonra 60’1 yaglarin basinda olmasi gerektigini
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https://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/piobert-parmentier_metodunun_q_uzerine_genisletilmesi/piobert-parmentier_metodunun_q_uzerinde_genellestirilmesi.pdf
https://rombergintegrali.org/kronoloji/piobert-parmentier_metodu/piobert-parmentier_metodunun_q_uzerine_genisletilmesi/piobert-parmentier_metodunun_q_uzerinde_genellestirilmesi.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Werner_Romberg
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https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_Jewish_mathematicians
https://en.wikipedia.org/wiki/Werner_Romberg
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https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik3/rik3.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/History_of_the_Social_Democratic_Party_of_Germany
https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik3/rik3.pdf
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https://rombergintegrali.org/kronoloji/rik3/DKNVS_1955.pdf
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soyledi. E-posta adreslerinden anlagildig1 kadariyla Hans Romberg Almanyada yasiyor ve doktormus. Ayni iiniversitedeki Prof. Rolf Thomas Nossum da bunlara ek
olarak Hans Romberg’in web sitesi adresini verdi ama sadece telefon numarasinin gériintillendigini bildirdi. Hans Romberge soracagim ama Romberg'in Yahudi
olmadig agiktir. Ciinkii o iflah olmaz bir solcuydu). Bu nedenle Sovyetler Birligine go¢ etmek istedi ve 1933 yazinda Miinih’'ten kagti, 1934'ten 1937’ye kadar Dnipro (o
zamanki adiyla Dnipropetrovsk) Universitesinde teorik fizikgi olarak galigti. 1938'de Pragdaki Astrofizik Enstitiisii araciligiyla Norvege gitti ve Oslo Universitesinde
Egil Hylleraas'n asistan1 oldu. Ayrica kisa bir siire Trondheim Teknik Universitesinde, orada bir Van de Graaff jeneratorii insa etmekte olan Johan Holtsmark ile birlikte
calisti. Almanlarin Norveg'i iggal etmesiyle Isve¢’teki Uppsala’ya kagti. 1941'de Nazi Almanyas: tarafindan Alman vatandagligindan ¢ikarildi ve 1943’te doktorasinin
denkligi iptal edildi. 1947'de Norveg vatandas1 oldu ve kiigiik bir sehir olan Trondheim onu bagrina bast1!

II. Diinya Savasrndan sonra, 1949dan 1968%e kadar Trondheimda profesorliik yapti ve bu sirada, 1955’te anilan “Vereinfachte numerische Integration (Basitlestirilmis

Sayisal Integral)” tezini yazd1. Bu tezdeki trapez ve orta nokta formiillerinin yazim gekli Heidelberg Universitesinde matematik egitimi alirken aynen 6grendigi gibiydi.
Yani bu onun kafasindan ¢ikan yeni bir yazim geklinden ¢ok, Heidelberg Universitesinin matematik ekoliinden geliyordu ve Romberg onu kafasinda tasidig1 icin
1955’teki tezine yansitti. Ayni yazim seklini Trondheimdaki Ole Amble':n “A Set of Formulas for Numerical Integration, DKNVS, BD. 25, 1952 NR. 10, 517.61” adli
tezindeki yontemde de kullandi (Bkz. “Nihayet Ole Amble’in tezini bulduk!”).

Bu satirlar1 yazdiktan sonra Hans Romberg’e 17:24, 17:25 ve 17:26da 3 tane e-posta gonderdim ve biri dolu oldugundan geri dondii:

“Sayin Hans Romberg, e-posta adreslerinizi babaniz Werner Romberg ile roportaj yapan Agder Universitesindeki Reinhard Siegmund-Schultzeden aldim. Ciinkii o sirada
oradaydi. Bundan once Trondheimda ¢alisan Prof. Byrnjulf Owrenden Werner Romberg’in 1955 tarihli tezini istemistim ve kiitiiphanedeki kitaptan tarayarak PDF
formatinda bana gonderdi. Bu konuda rombergintegrali.orgda bir proje yiiriitiiyorum ve Prof. Byrnjulf Owrenden 2018de Werner Romberg ile 2021de Ole Amble’in

tezlerini aldim. Yine Agder Universitesinden Prof. Rolf Thomas Nossum, Prof. Byrnjulf Owren ve Reinhard Siegmund-Schultze ile yazismalarim ve konunun dikkatini
cekmesi nedeniyle dahil oldu. ‘Nazi Almanya’sindan Kacan Matematikciler (Mathematicians Fleeing from NAZI Germany)’ kitabinin yazari Reinhard Siegmund-Schultze

Werner Romberg’in oglu oldugunuzu soyleyerek sizin 3 tane e-posta adresinizi verdi ve hemen ardindan Prof. Rolf Thomas Nossum ek olarak web sitenizin adresini verdi
ama sayfada sadece bir telefon numarasi vardi.

Simdi beni ilgilendiren sorular: dogrudan size sormak istiyorum.

1. Internetteki bircok yaymn babaniz Werner Romberg’in Yahudi oldugunu iddia ediyor, ancak ben hicbir makalemde bundan bahsetmedim. Ciinkii babaniz dgrencilik
yillarindan beri solcu oldugu ve Nazilere karst ¢iktigr i¢in Miinih'ten Dnipro’ya kagmus goziikiir. Buna gore babamz Miinih'ten 1933 yazinda mi1 Dniproya kagti? Kagisinin
nedeni solcu goriisleri miydi yoksa ¢evrimici kaynaklarda belirtildigi gibi Yahudi kokeni miydi? Eger babaniz Yahudi kokenli ise, gizliliginin (ketum) nedeni bu muydu?

2. Babaniz hakkinda fazla bilgi bulamadim. Miimkiinse bana babamzin 1933 yazinda Miinik'ten Dnipro’ya, 1938de oradan Praga, 20 Kasim 1938de Pragdan Osloya
ugakla ve son olarak 1949da Trondheima kagisinin tam bir hikayesini verebilir misiniz?

3. Babamizin 1928-1933 yillar: arasinda Heidelberg Universitesinde matematik ve fizik egitimi aldigini ve 1933 yilinda Miinih'te fizik doktorasini tamamladigim biliyoruz.
Babamzin tezinde kullandigi trapez yontemi Heidelberg Universitesi kaynakl miydi yoksa kendi bulusu muydu? Bu ¢ok énemli, ¢iinkii trapez yontemini bagka bir sekilde
uygulamak bana olduk¢a anlamsiz geliyor.

4. Miimkiinse bana babanizin hi¢ yaymlanmamis fotograflarim gonderin, ben de bunlar: makalelerimde kullanayim.
Babanizla ilgili sadece birkag kaynak oldugu icin simdilik bu kadar. Ama takildigim bir yer olursa size geri donerim.
Saygilarimla, Derya PAMUKTULUM”.

Eger Hans Romberg’ten bana yanit gelirse web sitemde seve seve yayinlarim!

Burada son olarak (14)’teki T; trapez ve U; orta nokta yaklasikliklari i¢in lineer ekstrapolasyonlarin

Romberg Integrali: Mathematica'da Tablolamayla Sembolik Bir Yaklasim, 11.6.2023,

Romberg Integrali 2: Mathematica {le Sembolik Bir Yaklagim, 16.6.2023,

Romberg Integrali 3: Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim, 17.6.2023,
Romberg Integrali m: Mathematica Ile Sembolik Bir Yaklasim, 17.6.2023

L e

ve yliksek mertebeden ekstrapolasyonlarin

5. Mathematica Ile Kuartik Diskestirim Uzerindeki Trapez Yaklasiklikligina Sembolik Bir Yaklasim, 23.6.2023,

6. Mathematica Ile Nonik Diskestirim Uzerindeki Trapez Yaklasiklikligina Sembolik Bir Yaklasim, 24.6.2023,
7. Mathematica Ile p*-inci Mertebeden Digkestirim Uzerindeki Trapez Yaklagiklikligina Sembolik Bir Yaklasim, 24.6.2023

linklerini verebilirim (Bkz. https://rombergintegrali.org adli web sitemin ana sayfasindaki “Programlar” meniisiine). Fakat bunlar Romberg’in tezinde “Eger bulmalar:

kolaysa, daha ince bir bolme kullanmak daha iyidir. Sayisal hesaplamalari ¢ok fazla ¢calisma gerektiriyorsa, burada belirttigimiz gibi yiiksek yaklasimli bir yontem onerilir
(Sind sie leicht zu finden, teilt man besser feiner ein. Erfordert ihre numerische Berechnung viel Arbeit, dann empfiehlt sich eine Methode hoher Niherung, wie wir sie hier
angegeben haben).” seklinde ileri stirdiigii tiirden ama onun tahmin etmedigi ekstrapolasyonlardir. Ciinkii eger dyle bir sey olsaydi Romberg bu ekstrapolasyonlar1 kendi
tezinde soylerdi. Kald1 ki ANHANG (EK)te Ole Amble’in yonteminden daha iyi bir yontem vermeye ve boylece daha yiiksek yaklagimlar: 6nermisti. Fakat 6nerdigi bu
yeni yaklagikliklarda yine ayni ekstrapolasyonu (Richardson ekstrapolasyonu) kullandi. Yani Romberg’in aklindan yukaridaki maddelerdeki ekstrapolasyonlardan (1’si
harig) hi¢birisi gegmedi. Ayni durum sonrakiler i¢in de gegerlidir!

1.3. Romberg’in Yeni Yaklagikliklari. Romberg “EK (ANHANG)” basliginin altinda “Kalan Terim Serisini Hesaplamak I¢in (Zur Berechnung der Restglied-Reihen)”
yazarak su agiklamalar1 yapar ve bu a¢iklamalar: biraz agarsam su sonuglar gegerli olur: Uzunlugu 8h olan n araliktan birini se¢iyoruz ve 0 koordinat noktasini x =
8hn — 4hz ile araligin orta noktasina doniistiirityoruz. 8h uzunlugundaki bu alt aralik iizerindeki I integralinin yaklasik degerlerini kiigiik harflerle ve F (x) = f(z) ile

gosteriyoruz. Ciinkii f(z) fonksiyonunun kuvvet serisine agilimi Maclaurin agilimina gére
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http://www.maths.ed.ac.uk/%7Eaar/papers/siegmund.pdf
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https://rombergintegrali.org/rombergintegrali.org/programlar/rim/e-ata_ekstrapolasyonlari/lineer_ekstrapolasyonlar/2.tip/ver.1/E-ATA1-2.3.rar
https://rombergintegrali.org/programlar/rim/e-ata_ekstrapolasyonlari/lineer_ekstrapolasyonlar/2.tip/ver.1/E-ATA1-2.m.rar
https://rombergintegrali.org/programlar/rim/e-ata_ekstrapolasyonlari/yuksek_mertebeden_ekstrapolasyonlar/2.tip/prototip/kuartik.rar
https://rombergintegrali.org/programlar/rim/e-ata_ekstrapolasyonlari/yuksek_mertebeden_ekstrapolasyonlar/2.tip/prototip/nonik.rar
https://rombergintegrali.org/programlar/rim/e-ata_ekstrapolasyonlari/yuksek_mertebeden_ekstrapolasyonlar/2.tip/prototip/p2-ekstrapolasyonu.rar
https://rombergintegrali.org/
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yeni orta nokta yaklasilikligi mevcuttur. Bunlar Ole Amble'in yontemindeki T3, T, Ty, Tg trapez yaklagikliklar1 ve Uy, Uy, Uy, Ug orta nokta yaklagiklar1 gibi ama yeni
yaklagikliklardur.

Bunlar bize asagidaki tablodaki (yesil tablo) katsayilara sahip formdaki serileri verir:
h? h* h® h8
(21) r=8h <f(2)(0)§a + f(4)(0)§b + f(6)(0)70 + f“”(o)ad + )

Fakat anilan tablodaki katsayilar1 kullandigimda bu yeni yaklagikliklar birakin Ole Amble’in turuncuyla gosterilen 2. tablodaki yaklagik degerlerini gegmesini, ondan
daha kotii sonuglar tiretir. Asagidaki tablo bunu gosterir:

Artan Siral1 Yaklasik Degerler Tablosu

Kalan Terim
Aralik Uzunlugu 12 B L6 e

T, = 1.088890956
0, = 0.954137974
T, = 1.021514465 S, = 0999055635
0, = 0989159125 V, = 1,000832842
T, = 1.005336803 S, = 0.999944249 R, = 1.000003490
0, = 0997326443 V, = 1,000048882 W, = 0.999996618
T, = 1.001331623 S5 = 0.999996563 Ry = 1.000000051 Qg = 0.999999996

Tablo 3. Romberg'in yeni yaklagikliklarina gore tablosu. Bu tabloda yine aralik uzunlugu 8h = 1’dir ve h?, h*, h® ve h® ifadeleri Richardson ekstrapolasyonundaki katsayilari sifirlamaya
dayanan eliminasyon yontemine gore kalanlar1 gosterir. Tablodaki degerler I = 1’e yaklagim i¢in dogruluk degerleri bakimindan Tablo 1’dekilerle hemen hemen aynidirlar.

Romberg tablodaki bu sonuglardan goriilldigii tizere Ty, T,, Ty, Tg trapez yaklasikliklari icin Tj, T,, Ty, Tg ve
Uy,U,, Uy, Ug orta nokta yaklagikliklart icin Uy, Uy, Uy, Ug seklinde yeni yaklagikhiklar onerir ama Ole
Amblem T;,T,, T,, Ty ve Uy, Uy, Uy, Ug yaklagikliklarindan daha iyi degildir. Daha iyi yaklasikliklar icin
(21)’deki terim sayisinin 4’ten fazla olmasi ve Tablo 2’deki ekstrapolasyonik yaklasikliklara ulasabilmek i¢in
de onlarca terim almaniz gerekir. Buna gore bu son yaklasikliklarin sayisal hesaplar1 Romberg’in dedigi gibi
“Sayisal hesaplamalari ¢ok fazla calisma gerektirir (Erfordert ihre numerische Berechnung viel Arbeit)”. Fakat
yukaridaki 1-4. maddelerdeki lineer ekstrapolasyonlar1 14.05.2003’te ve 5-7. maddelerdeki yiiksek
mertebeden ekstrapolasyonlar: 19.2.2017de kesfederek Romberg’in disiindiigii bu yolu inanilmaz hizda
kisalttim ve bunlar 10.2.2020 tarihli RIK 3’te ve 21.04.2021 tarihli RIK 4’te vermeden oénce piyasada yoktu.
Yani bu ekstrapolasyonlar1 sadece Romberg degil hi¢ kimse tahmin edemedi ve eger, 19.2.2017deki kesfim
olmasa 2.11.2016, 22:54’te bagladigim makaleyi de 2003’te oldugu gibi bir kenara birakacak, dolayisiyla
unutup gidecektim. Beni bu ¢aligmaya dondiiren Romberg’in hayat hikayesi oldu. Liitfen 24. sayfadaki “1.3.
Beklenmedik Bir Stirpriz!” pargasini okuyunuz ve nelerle ugrastigima sahit olunuz!

Moderator Petra Stienen katilimcilara “Peki ama Prens Clausun fikirlerini bir sonraki nesle nasil
aktaracagiz?” diye sordu. AB Komisyon Uyesi Carlos Moedasin bir 6nerisi vardi. Konusmasinda Prens
Claus’u zamaninin 6tesinde bir adam olarak tanimladi. “Prens Claus bir keresinde soyle demisti: ‘Belirleyici
faktor; kalkinma ve ilerlemenin ancak insanlarin kendileri tarafindan, kendi kiiltiirlerine, kendi dillerine ve
kendi yasam tarzlarima saygi duyulan bir ortamda gerceklestirebileceginin giderek daha iyi anlasilmasidir.
Kisinin kendi kiiltiir ve geleneklerine saygi ve giiven duymadan ilerleme kaydetmesi zordur (The decisive factor
is the growing realization that development and progress can be realized only by people themselves, in an
environment where there is respect for one’s own culture, own language and own lifestyle. Without respect and trust in one’s own culture and traditions, progress is difficult
to achieve)”, YILLIK RAPOR 2018 PRENS CLAUS SANDALYESI, KURESEL GUNEY’IN GELISIMINDE FARK YARATAN GENGC BILIM INSANLARI, S. 31.

Resim 2. Prens Claus Amsberg, 1986.
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Not 1. Inanir misiniz tam adi “Claus George Willem Otto Frederik Geert van Amsberg” ve simdiki Hollanda Kral’nin babasi olan Prens Claus’un bu séziinii ilk kez

2016da anilan ilk makaleme ¢alisirken gormiistiim: Bu s6z Prens Claus Fonu’nun ana sayfasinin sol tarafinda ve dikkat ¢ekici bir bityiiklitkte ve onun da solunda Prens
Claus’un 28. ve 31. sayfadaki resmiyle birlikte “Kiiltiir temel ihtiyactir (Culture is a basic need)” ilkesinin altinda yer aliyordu. Daha sonra bu s6zii web sitemin ilk kez

kurdugum 2019da ana sayfasindaki “Referanslar” boliimiinde ilk s6z olarak koymustum ve hala ayni yerde yayinlaniyor (ki bu s6z Prens Claus Fonu’nun ana sayfasi

yenilendigi i¢in yerinden kaldirildi. Yanilmiyorsam en son 2017'de gormiistiim).
1.4. Trapez ve Orta Nokta Formiillerinin Modifikasyonu. (14)’teki trapez formiilii
2i-1

2t-1 2t-1
To=hi ) fe=hifo+hi ) fo=Ko+ ) fla+kh)
k=0 k=1 k=1

= = — olur)

b-a . _ (b-a)fo _ hofo __ Ko
21 fO - 21 21 21

esitliklerine gore (ki hg = bz_—oa =b —a = higin hyfy =: K, dersek h;fy =

KO 2t—-1
(22) Ti=50+ Z Fa+ khy)
k=1

ve orta nokta formiulua
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1
U=t ) Sy =) g =t ) Sy =t ) f(ar (k=) ) = ) flar @k Db
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esitliklerine gore

2'.
(23) Ui=h; ) fla+ 2k —Dhiyq)
kZl ,

seklinde yazilabilir.

Bunlardan orta nokta formiilii bu sekilde modifiye edilmisken trapez formiilii ona bagl olarak su sekilde modifiye edilebilir: Bu yaklagikliklar arasinda

T; + U;
(24) Ty =———
aritmetik ortalamasi mevcut oldugundan orta nokta formiiliinii
Ui =2Ti41 - T;

seklinde yazabilir ve bunu (23)’te yerine koyar ve gerekli islemleri yaparsak trapez formiiliinii

2i-1

Ti—q

seklinde yazmis oluruz. Bu, trapez formiiliiniin ilk indirgeme bagintisidir ve eger bu indirgeme islemine devam edilirse i. adimda (22) elde edilecektir (Bkz. “1.6.3.
K, ’nin Ky'a Indirgenmesi”, S. 10-11 ve “Teorem 1.3”, S. 20-1). Yani (22)’deki indirgemelerden (25)’e gore

2i-1

(26) Z Uzi;" - Z fa+khy)
k=1

k=1

ozdesligi elde edilmektedir!
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